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2020
 

年全国硕士研究生招生考试

数学(三)试题

一、选择题(1~8小题,每小题4分,共32分.下列每题给出的四个选项中,只有一个选项是符合

题目要求的.)

(1)
 

设lim
x➝a

f(x)-a
x-a =b,则lim

x➝a

sin
 

f(x)-sin
 

a
x-a

【  】

(A)
 

bsina.    (B)
 

bcosa.    (C)
 

bsin
 

f(a).    (D)
 

bcos
 

f(a).

(2)
 

函数f(x)=
e

1
x-1ln

 

|1+x|
(ex -1)(x-2)

的第二类间断点的个数为 【  】

(A)
 

1. (B)
 

2. (C)
 

3. (D)
 

4.

(3)
 

设奇函数f(x)在(-∞,+∞)上具有连续导数,则 【  】

(A)
 

∫
x

0
[cos

 

f(t)+f'(t)]dt是奇函数.

〛(B)
 

∫
x

0
[cos

 

f(t)+f'(t)]dt是偶函数.

(C)
 

∫
x

0
[cos

 

f'(t)+f(t)]dt是奇函数.

(D)
 

∫
x

0
[cos

 

f'(t)+f(t)]dt是偶函数.

(4)
 

设幂级数∑
∞

n=1
nan(x-2)n 的收敛区间为(-2,6),则∑

∞

n=1
an(x+1)2n 的收敛区间为 【  】

(A)
 

(-2,6). (B)
 

(-3,1).

(C)
 

(-5,3). (D)
 

(-17,15).

(5)
 

设四阶矩阵A=(aij)不可逆,a12的代数余子式A12≠0,α1,α2,α3,α4为矩阵A的列向量组,

A*为A 的伴随矩阵,则方程组A*x=0的通解为 【  】

(A)
 

x=k1α1+k2α2+k3α3,其中k1,k2,k3 为任意常数.

(B)
 

x=k1α1+k2α2+k3α4,其中k1,k2,k3 为任意常数.

(C)
 

x=k1α1+k2α3+k3α4,其中k1,k2,k3 为任意常数.

(D)
 

x=k1α2+k2α3+k3α4,其中k1,k2,k3 为任意常数.人
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(6)
 

设A 为三阶矩阵,α1,α2 为A 的属于特征值为1的线性无关的特征向量,α3 为A 的属于特征

值-1的特征向量,则满足P-1AP=

1 0 0

0 -1 0

0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

的可逆矩阵P 为 【  】

(A)
 

(α1+α3,α2,-α3). (B)
 

(α1+α2,α2,-α3).

(C)
 

(α1+α3,-α3,α2). (D)
 

(α1+α2,-α3,α2).

(7)
 

设A,B,C 为三个随机事件,且P(A)=P(B)=P(C)=
1
4
,P(AB)=0,P(AC)=P(BC)=

1
12
,则A,B,C 中恰有一个事件发生的概率为 【  】

(A)
 3
4. (B)

 2
3.

(C)
 1
2. (D)

 5
12.

(8)
 

设随机变量(X,Y)服从二维正态分布N(0,0;1,4;-
1
2
),则下列随机变量中服从标准正态

分布且与X 独立的是 【  】

(A)
 5
5
(X+Y). (B)

 5
5
(X-Y). (C)

 3
3
(X+Y). (D)

 3
3
(X-Y).

二、填空题(9~14小题,每小题4分,共24分.)

(9)
 

设z=arctan[xy+sin(x+y)],则dz
(0,π)

= .

(10)曲线x+y+e2xy =0在点(0,-1)处的切线方程为 .
(11)设某厂家生产某产品的产量为Q,成本C(Q)=100+13Q,设该产品的单价为P,需求量

Q(P)=
800
P+3-2,则该厂家获得最大利润时的产量为 .

(12)设平面区域D= (x,y)x
2 ≤y≤

1
1+x2

,0≤x≤1 ,则D 绕y轴旋转所成的旋转体的

体积为 .

(13)行列式

a 0 -1 1
0 a 1 -1

-1 1 a 0
1 -1 0 a

= .

(14)设随机变量X 的概率分布为P{X=k}=
1
2k,k=1,2,3,…,Y 表示X 被3除的余数,则

EY= .
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三、解答题(15~23小题,共94分.解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤.)
(15)(本题满分10分)

已知a,b为常数,若(1+
1
n
)n -e与b

na 在n→ ∞ 时是等价无穷小,求a,b.

(16)
 

(本题满分10分)
求函数f(x,y)=x3+8y3-xy 的极值.

(17)
 

(本题满分10分)
设函数y=f(x)满足y″+2y'+5y=0,且f(0)=1,f'(0)=-1.
(Ⅰ)求f(x)的表达式;

(Ⅱ)设an =∫
+∞

nπ
f(x)dx,求∑

∞

n=1
an.
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(18)
 

(本题满分10分)
设D={(x,y)|x2+y2 ≤1,y≥0},连续函数f(x,y)满足

f(x,y)=y 1-x2 +x∬
D

f(x,y)dxdy.

求∬
D

xf(x,y)dxdy.

(19)
 

(本题满分10分)
设函数f(x)在区间[0,2]上具有连续导数,f(0)=f(2)=0,M =max

x∈[0,2]
{|f(x)|},证明:

(Ⅰ)存在ξ∈ (0,2),使得|f'(ξ)|≥M;
(Ⅱ)若对任意的x ∈ (0,2),|f'(x)|≤M,则 M =0.
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(20)
 

(本题满分11分)

设二次型f(x1,x2)=x2
1-4x1x2+4x2

2 经正交变换
x1

x2  =Q
y1

y2  化为二次型g(y1,y2)=

ay2
1+4y1y2+by2

2,其中a≥b.
(Ⅰ)求a,b值;
(Ⅱ)求正交矩阵Q.

(21)
 

(本题满分11分)
设A 为二阶矩阵,P=(α,Aα),其中α 是非零向量且不是A 的特征向量.
(Ⅰ)

 

证明P 为可逆矩阵;
(Ⅱ)

 

若A2α+Aα-6α=0.求P-1AP,并判断A是否相似于对角矩阵.
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(22)
 

(本题满分11分)

设二维随机变量(X,Y)在区域D={(x,y)|0<y< 1-x2}上服从均匀分布,令

Z1=
1, X-Y >0,

0, X-Y ≤0,  Z2=
1, X+Y >0,

0, X-Y ≤0, 
(Ⅰ)求二维随机变量(Z1,Z2)的概率分布;
(Ⅱ)求Z1 与Z2 的相关系数.

(23)
 

(本题满分11分)
设某种元件的使用寿命T 的分布函数为

F(t)=
1-e

-(
t
θ)

m

, t≥0,

0, 其他. 
其中θ,m 为参数且大于零.
(Ⅰ)

 

求概率P{T >t}与P{T >s+t|T >s},其中s>0,t>0;
(Ⅱ)

 

任取n个这种元件做寿命试验,测得它们的寿命分别为t1,t2,…,tn,若m 已知,求θ的

最大似然估计值θ̂.
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2020年全国硕士研究生招生考试数学(三)真题点评

一、选择题

(1)
 

B (2)
 

C (3)
 

A (4)
 

B (5)
 

C (6)
 

D (7)
 

D (8)
 

C
二、填空题

(9)
 

(π-1)dx-dy (10)
 

y=x-1 (11)
 

8 (12)
 

πln
 

2-
π
3 

(13)
 

a2(a2-4) (14)
 8
7

三、解答题

(15)
 

a=1,b=-
e
2

(16)
 

函数有极小值f
1
6
,1
12  =-

1
216

(17)
 

(Ⅰ)
 

f(x)=e-xcos
 

2x (Ⅱ)
 

∑
∞

n=1
an =

1
5
· 1
eπ-1

(18)
 

∬
D

xf(x,y)dxdy=
3
128π

2 (19)
 

略

(20)
 

(Ⅰ)
 

a=4,b=1 (Ⅱ)
 

Q=

4
5 -

3
5

-
3
5

4
5

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(21)
 

(Ⅰ)
 

略 (Ⅱ)
 

是

(22)
 

(Ⅰ)
 

Z2

Z1
0 1

0 1
4 

1
2
3
4

1 0 14
1
4

1
4 

3
4

(Ⅱ)
 

ρZ1Z2=
1
3

(23)
 

(Ⅰ)
 

P{T >t}=e
- t

θ  m

,t>0 P{T >s+t|T >s}=e
- t+s

θ  m
+ s

θ  m

(Ⅱ)
 

θ̂=
m
1
n∑

n

i=1
tm

i

   题型

测评项目   
选择题1~8 填空题9~14 解答题15~19解答题20~21解答题22~23 合计

建议用时 30分钟 25分钟 75分钟 25分钟 25分钟 180分钟

实际用时

得分
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考点分布表一(高等数学部分)

考  点 极限 一元微分学 一元积分学 多元微分学 多元积分学 级数 常微分方程

分  数 18 18 8 14 10 4 10

考点分布表二(线性代数部分)

考  点 行列式 矩阵 向量 方程组 特征值与特征向量 二次型

分  数 0 4 11 4 11 4

考点分布表三(概率论与数理统计部分)

考  点 事件概率 一维随机变量 二维随机变量 数字特征 抽样分布 参数估计 假设检验

分  数 4 6 6 12 0 6 0

  高等数学部分有13道题,共82分,约占数学(三)总分的55%;2020年数学三的试题依旧

遵循以基础为纲,重视理解与应用.试题难度基本与2019年一致,没有偏题,冷题,但是计算

量略有提升,许多计算讲求一定的技巧,对学生的计算能力有比较高的要求.试题考点分配

比较平均,对考点的考查较为全面,并且重点考查应用.第(2)、(10)、(11)、(12)题,均体现了

数学学科考查重视“应用”.其中第(11)题,考查利用导数求解经济问题,体现了数学(三)的

经济学特点。第(17)题是常微分方程求解、反常积分与级数综合问题,考查了学生对所学知

识理解及灵活运用的能力.第(18)题二重积分的计算,考查了二重积分中的运算技巧。考生

在复习的时候,首先要注重基本概念、基本理论、基本方法,然后注重融会贯通,掌握计算技

巧,提高自己的计算能力,提高解决综合问题的能力.
线性代数部分5道题,共34分,占总分的22%。知识点的考查覆盖面较以往更广,计算

量不大,思路考查为主.(5)主要考查了伴随矩阵的秩,齐次线性方程组的基础解系,是基础

考点.(6)主要考查了特征值和特征向量的基本概念和性质(13)主要考查了四阶数字型行列

式的计算,是基本题目。(20)二次型的正交变换,以及实对称矩阵的相似对角化。(21)主要

考查了矩阵可逆性的判别,矩阵的间接相似对角化,
 

是考研数学的重点题型.
2020

 

年考研概率论与数理统计部分试题相对常规.从题型方面来看,与往年保持一致,
仍是涵盖了选择题、填空题以及解答题这三部分.其中在选择题的部分仍是后两道:7、8题;
填空题仍是后一道14题;解答题仍是后两道22、23题.题目设置和分值与往年相同。从考点

来看,第7题考查的是概率的性质与公式;第8题是将数字特征与独立性判断相结合;第14题

考查的是一维离散型随机变量分布律与数字特征;解答题第22题考查了二维离散型随机变

量的分布律与数字特征;第23题是参数估计,考查了概率密度函数和点估计中的最大似然估

计,后两道分值较高的大题,与历年试题中考点基本一致.由上分析可知,就整体难度而言,
今年数学(三)概率论与数理统计部分难度不大,依然没有跳出我们复习的范围,依然是对基

本概念,基本方法,基本计算的考察.2020数学(三)中概率论与数理统计部分题目的综合难

度为:中等偏易. 人
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一、选择题

(1)
 

B
【考点定位】

 

极限的计算.
【思路探索】

 

利用拉格朗日中值定理将所求极限式子的分子变形,
 

即可得到已知极限的形式.

因为lim
x➝a

f(x)-a
x-a =b,所以lim

x➝a
f(x)=a.

由拉格朗日中值定理,sinf(x)-sina=cosξ[f(x)-a](其中ξ介于f(x)与a之间).

进而lim
x➝a

sinf(x)-sina
x-a =lim

x➝a

f(x)-a
x-a

·cosξ=bcosa.故应选(B).

  拉格朗日中值定理:设f(x)在[a,b]上连续,在(a,b)内可导,则至少存在一点ξ∈(a,b),使
得f(b)-f(a)=f'(ξ)(b-a).只要将所求极限式子的分子应用拉格朗日中值定理,即可得到已

知极限的形式,问题即可解决.

(2)
 

C
【考点定位】

 

间断点及其分类.
【思路探索】

 

先求出函数的间断点,然后再由x 趋于各间断点时的极限即可得结果.

间断点为:x=-1,x=0,x=1,x=2

由lim
x➝-1

f(x)=lim
x➝-1

e
1

x-1·ln|1+x|
(x-2)(ex -1)

=∞ 知x=-1是第二类间断点;

lim
x➝0

f(x)=lim
x➝0

e
1

x-1·ln|x+1|
(x-2)(ex -1)

=lim
x➝0

e
1

x-1·ln|x+1|
(x-2)·x =-

e-1

2limx➝0
ln(x+1)

x =-
1
2e

因此x=0是f(x)的第一类可去间断点;

因为lim
x➝1-

f(x)=lim
x➝1-

e
1

x-1·ln(1+x)
(ex -1)(x-2)

=0而lim
x➝1+

f(x)=lim
x➝1+

e
1

x-1·ln(1+x)
(ex -1)(x-2)

=∞

所以x=1是f(x)的第二类间断点;

同理由lim
x➝2

f(x)=lim
x➝2

e
1

x-1·ln(x+1)
(ex -1)(x-2)

=∞ 知x=2也是f(x)的第二类间断点.故应选(C).

有同学选择B,其根据是lim
x➝1-

f(x)=lim
x➝1-

e
1

x-1·ln(1+x)
(ex -1)(x-2)

=0,由此便得x=1不

是第二类间断点,显然是没有搞清楚间断点的定义,再者就是指数函数e
1

x-1 在间断点x=1处其

右极限是不存在. 人
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① 考生应熟练掌握求间断点的方法;

② 间断点x0 类型的判别是根据lim
x➝x0

f(x)的结果来决定的;

若lim
x➝x0

f(x)=c(c为常数),则x0 为第一类可去间断点;

若lim
x➝x-

0

f(x)与lim
x➝x+

0

f(x)均存在但不相等,则x0 为第一类跳跃间断点;

其他的间断点为第二类间断点.

(3)
 

A
【考点定位】函数、导数与原函数奇偶性结论.
【思路探索】利用函数与其导数,函数与其原函数的奇偶性结论即可.

因为f(x)为奇函数,所以f'(x)为偶函数.

又因为cosf(-x)=cos[-f(x)]=cosf(x),所以cosf(x)为偶函数,因而cosf(x)+f'(x)为
偶函数.

记F(x)=∫
x

0
[cosf(t)+f'(t)]dt,得F'(x)=cosf(x)+f'(x),可知F'(x)为偶函数,又

因为F(0)=0,进而得F(x)=∫
x

0
[cosf(t)+f'(t)]dt是奇函数.故应选(A).

  原函数如果是奇函数或者偶函数,那么导函数和原函数奇偶性是相反的.但是,如果给出

的条件是导函数的奇偶性,求原函数的奇偶性,那么就不一定了,因为从导函数到原函数有一

个积分的环节,是可以加上任意常数的,所以导函数是奇函数时,原函数都是偶函数,但是导

函数是偶函数时,原函数有且只有一种情况是奇函数,就是满足f(0)=0的条件下的取值.

(4)
 

B

【考点定位】
 

幂函数的收敛区间.

【思路探索】
 

幂级数逐项求导、逐项积分后收敛半径不变.

因为幂级数∑
∞

n=1
nan(x-2)n 收敛区间为(-2,6),所以幂级数∑

∞

n=1
nan(x-2)n 的收敛半径为

4.令t=x-2,

∑
∞

n=1
nan(x-2)n =(x-2)∑

∞

n=1
nan(x-2)n-1=t∑

∞

n=1
nantn-1=t∑

∞

n=1

(antn)'.

因而幂级数∑
∞

n=1
antn 的收敛半径为4.因为∑

∞

n=1
an(x+1)2n =∑

∞

n=1
an[(x+1)2]n,

由(x+1)2 <4得-3<x<1.所以幂级数∑
∞

n=1
an(x+1)2n 的收敛区间为(-3,1).故应选(B).
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 幂级数逐项求导、逐项积分后收敛半径不变,进而收敛区间不变.

(5)
  

C
【考点定位】

 

伴随矩阵的秩,
 

齐次线性方程组的基础解系.
【思路探索】

 

根据秩的定义,得到A 的秩,进而得到伴随矩阵的秩,
 

再得到基础解系.

由于A12 ≠0,r(A)=3,所以r(A*)=1,成基础解系.由

AA* =(α1,α2,α3,α4)

A11

A12

A13

A14

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=0

可知,A11α1+A12α2+A13α3+A14α4=0,因为A12≠0,因此α2可由α1,α3,α4线性表示,故α1,

α3,α4 线性无关.因为r(A)=r(α1,α2,α3,α4)=3,因此α1,α3,α4 为基础解系,故应选(C).
又因为A*A=|A|E=O,A的每一列α1,α2,α3,α4 是A*x=0的解向量.只要找到是A*x=0的

3个无关解就构成基础解系.

  伴随矩阵是考研中基础且重要的考点.大家务必掌握以下常用结论:

①AA* =A*A=|A|E;   ②(kA*)=kn-1A*(n≥2);

③(AB)* =B*A*; ④(A*)T=(AT)*;

⑤ 若A 可逆,则A* =|A|A-1,亦即A-1=|A|-1A*,(A*)-1=(A-1)* =|A|-1A;

⑥|A*|=|A|n-1 (n≥2); ⑦(A*)* =|A|n-2A;

⑧r(A*)=
n 若r(A)=n
1 若r(A)=n-1
0 若r(A)<n-1

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

(6)
 

D

【考点定位】
 

特征值和特征向量的基本概念和性质.

【思路探索】
 

根据特征值和特征向量的定义可得.

因为α1,α2为属于特征值1的线性无关的特征向量,所以α1+α2,α2仍为属于特征值1的线

性无关的特征向量,α3 为A 的属于特征值-1的特征向量,故-α3 为A 的属于特征值-1的特

征向量矩阵,因为特征向量与特征值的排序一一对应,故只需P=(α1+α2,-α3,α2)就有

P-1AP=

1 0 0

0 -1 0

0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,故应选(D).人
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  特征值和特征向量是考研数学的重点.
 

请大家熟练掌握定义和下列结论:

A kA Am f(A)=∑
n

i=0
aiAi AT A-1 A* B=P-1AP

特征值 λ kλ λm f(λ)=∑
n

i=0
aiλi λ λ-1 |A|

λ
,λ≠0 λ

特征向量 ξ ξ ξ ξ 不确定 ξ ξ P-1ξ

(7)
 

D

【考点定位】
 

随机事件的关系与概率运算.

【思路探索】
 

分别计算A,B,C 三个事件中,某个事件发生另外两个不发生的概率,再求和.

 P(AB
 

C)+P(ABC)+P(A
 

BC)

=P(A ∩ (B ∪C))+P(B ∩ (A ∪C))+P(C∩ (A ∪B))

=P(A)-P(A ∩ (B ∪C)+P(B)-P(B ∩ (A ∪C))+P(C)-P(C∩ (A ∪B))

=[P(A)-P(AB ∪AC)]+[P(B)-P(BA ∪BC)]+[P(C)-P(CA ∪CB)]

=[P(A)-P(AB)-P(AC)+P(ABC)]+[P(B)-P(AB)-P(BC)+P(ABC)]+

[P(C)-P(AC)-P(BC)+P(ABC)]

= 14-0-
1
12+0 + 14-0-

1
12+0 + 14-

1
12-

1
12+0 

=
5
12

故应选(D).

  本题为随机事件概率计算的基本题型,考生应从问题出发,分析出A,B,C 中恰有一个

事件发生包含着P(A
 

B
 

C),P(B
 

A
 

C),P(C
 

B
 

A)三种情况,利用概率计算公式P(A
 

B)=
P(A-AB)=P(A)-P(AB),P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)分别计算出三种情况

的概率,求和即可求解.

(8)
 

C

【考点定位】
 

数学期望,方差,协方差的计算,随机变量相互独立的判断.

【思路探索】
 

计算的数学期望,方差和协方差,判断是否服从标准正态分布,是否相互独立.

由题意可得X ~N(0,1),Y ~N(0,1),ρXY =-
1
2
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由公式E(aX+bY)=aE(X)+bE(Y),D(aX+bY)=a2D(X)+b2D(Y)+2abρXY
DX DY

可求出E 33(X+Y) =0

  
 

 D 33(X+Y) =
1
3
[D(X)+D(Y)+2ρXY

DX DY]

=
1
3 1+4+2 -12 ·1·2 

=1

∴ 3
3
(X+Y)~N(0,1)

又 ∵Cov(X,X+Y)=Cov(X,X)+Cov(X,Y)

=D(X)+ρXY
DX DY

=1+ -12 ·1·2
=0

∴X 与 3
3
(X+Y)相互独立.

故应选(C).

  考生需掌握数学期望,方差,协方差的计算公式,通过协方差是否为零判断随机变量是否

相互独立.

二、填空题

(9)
 

(π-1)dx-dy
【考点定位】二元函数全微分的计算.
【思路探索】利用“先求后代”或者“先代后求”求得偏导数之后,再计算全微分.

解法一:
 

先求后代.

􀆟z
􀆟x= y+cos(x+y)

1+[xy+sin(x+y)]2
,􀆟z
􀆟x (0,π)

=π-1;

􀆟z
􀆟y=

x+cos(x+y)
1+[xy+sin(x+y)]2

,􀆟z
􀆟y (0,π)

=-1;dz
(0,π)

=(π-1)dx-dy.

解法二:
 

先代后求.
当y=π时,z=arctan(πx-sinx),
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􀆟z
􀆟x=

π-cosx
1+(πx-sinx)2

,􀆟z
􀆟x (0,π)

=π-1;

当x=0时,z=arctan(siny),
􀆟z
􀆟y=

cosy
1+(siny)2

,􀆟z
􀆟y (0,π)

=-1;dz
(0,π)

=(π-1)dx-dy.

故应填(π-1)dx-dy.

  求二元函数在某一点的偏导数值可以采用“先求后代”和“先代后求”两种方式.
 

“先求后

代”就是先求出偏导函数,然后代入该点的坐标.
 

“先代后求”是把其中一个变量代入坐标值,
将二元函数化成一元函数,求导之后,再代入另一个变量的坐标值.

(10)
 

y=x-1

【考点定位】
 

隐函数求导;
 

导数的几何意义;
 

切线方程.

【思路探索】
 

利用隐函数求导得到切线斜率,利用直线方程的点斜式即可写出所求切线方程.

方程两边关于x 求导得:1+y'+e2xy(2y+2xy')=0.

将x=0,y=-1代入上式解得:y'=1.所求切线方程为y+1=x,即y=x-1.

故应填y=x-1.

  本题是一道简单的综合题,
 

考查了导数的几何意义和隐函数求导.隐函数求导法有三

种:
 

(1)直接求导法;(2)利用隐函数求导公式;(3)利用全微分的形式不变性.

(11)
 

8

【考点定位】
 

导数的经济应用.

【思路探索】
 

利润函数 =需求量 × 单价 - 成本,得到利润函数之后,利用导数求利润函数的最

大值.

由需求量Q=
800
P+3-2得,P=

800
Q+2-3.

因此利润函数

L(Q)=QP-C(Q)=Q 800Q+2-3 -100-13Q=
800Q
Q+2-100-16Q.

由L'(Q)=
1600-16(Q+2)2

(Q+2)2
=0得:Q=8.

进而当产量Q=8时,工厂取得最大利润.

故应填8.
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  利用导数在经济学中的应用这类问题是近几年考研的热点问题之一,也是数学(三)考

研试题单独的考点之一.但这类题目一般都不会太难,只要考生理解相关的基本概念、记住相

应的基本公式及计算方法即可得到结果

(12)
 

πln2-
π
3

【考点定位】
 

定积分几何应用中的求旋转体体积.

【思路探索】
 

利用旋转体体积公式即可.

D 绕y 轴旋转所形成的旋转体体积为:

π∫
1
2

0
(2y)2dy+π∫

1

1
2
 1y -1 dy=π·

4
3y

3

1
2

0
+π[lny-y]|11

2
=πln2-

π
3.

故应填πln2-
π
3.

  本题考查的是定积分几何应用中的求旋转体的体积.区间 0,12 和区间 12,1 上旋转

半径的表达式不同,这一点请考生注意.

(13)
 

a2(a2-4)

【考点定位】
 

四阶数字型行列式的计算.

【思路探索】
 

利用每列元素之和相等的规律,先求和,提出公共因子,再进一步计算.

原式=a

1 1 1 1

0 a 1 -1

-1 1 a 0

1 -1 0 a

=a

1 1 1 1

0 a 1 -1

0 2 a+1 1

0 0 a a

=a

a 1 -1

2 a+1 1

0 a a

=a2

a 2 -1

2 a 1

0 0 1

=a2(a2-4)

故应填a2(a2-4).

  对于数字型行列式,每行元素之和相等或者每列元素之和相等,是考研中的热点,但是也

是基础题型.

人
民

邮
电

出
版

社

人
民

邮
电

出
版

社



2020-第16   页（共23页）

(14)
 8
7

【考点定位】
 

一维离散型随机变量的分布律与数学期望.
【思路探索】

 

随机变量Y 所有不同取值时的概率,利用分布律求数学期望.

由题意可知Y 的所有可能取值为0,1,2

则P{Y=0}=∑
∞

n=1
P{X =3n}=∑

∞

n=1

1
23n =∑

∞

n=1

1
8n =

1
8

1-
1
8

=
1
7

P{Y=1}=∑
∞

n=0
P{X =3n+1}=∑

∞

n=0

1
23n+1=

1
2∑

∞

n=0

1
8n =

1
2
· 1

1-
1
8

=
4
7

P{Y=2}=∑
∞

n=0
P{X =3n+2}=∑

∞

n=0

1
23n+2=

1
4∑

∞

n=0

1
8n =

1
4
· 1

1-
1
8

=
2
7

所以E(Y)=∑
3

i=1
yiPi =0×

1
7+1×

4
7+2×

2
7=

8
7

故应填8
7.

本题是求一维离散型随机变量分布律与数学期望的基本题型,考生应注意此题融入了等

比级数求和公式来求概率值.

三、解答题

(15)
 

【考点定位】等价无穷小的定义及等价无穷小替换.

【思路探索】
 

根据等价无穷小的定义得到极限式,通过已知极限探寻a,b需要满足的条件.

因为n→ ∞ 时, 1+
1
n 

n

-e与b
na 是等价无穷小,所以

lim
n➝∞

 1+
1
n 

n

-e

b
na

=lim
n➝∞

na

b  1+
1
n 

n

-e =
1
blimn➝∞

na e
nln 1+1n 

-e 

=
e
blimn➝∞

na e
nln 1+1n -1

-1 =
e
blimn➝∞

na nln 1+
1
n -1 

=
e
blimn➝∞

na n 1n -
1
2n2+

1
3n2-

1
4n2+… -1 

=
e
blimn➝∞ -12na-1+

1
3n

a-2-
1
4n

a-3+… =1.
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因此a-1=0,-
1
2
·e

b =1,得a=1,b=-
e
2.

  本题属于求极限的逆问题,即已知函数的极限值求其表达式中的待定常数.
 

由等价无穷

小定义出发,得到已知极限,进而利用等价无穷小替换化简极限.在求极限的过程中用到函数

的幂级数展开式ln(1+x)=∑
∞

n=1

(-1)n-1

n xn(-1<x≤1),得到ln 1+
1
n 的展开式,使得

极限问题得以解决.该题难度偏大,考查了考生对计算技巧的掌握情况和计算能力.

(16)
 

【考点定位】
 

二元函数无条件极值.

【思路探索】
 

先求函数的驻点,再求极值.

令
f'

x =3x2-y=0

f'
y =24y2-x=0 得

x=0,

y=0. 或

x=
1
6
,

y=
1
12.

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

又f″
xx =6x,f″

xy =-1,f″
yy =48y.

在(0,0)处,A=0,B=-1,C=0,AC-B2 <0,不取极值;

在 16,112 处,A=1,B=-1,C=4,AC-B2 >0,A >0.

∴ 函数有极小值f 16,112 =-
1
216.

  本题属于基础题,难度较小,计算较易,知识点单一,直来直去.考生务必做好基础题,这

是保分的.

(17)
 

【考点定位】
 

二阶常系数齐次线性微分方程的求解;反常积分;等比级数.

【思路探索】
 

通过求解二阶常系数齐次线性微分方程的特解求得f(x)的表达式,然后代入求得

反常积分an =∫
+∞

nπ
f(x)dx,

 

最后求得级数∑
∞

n=1
an.

(Ⅰ)二阶常系数齐次线性方程y″+2y'+5y=0的特征方程为

r2+2r+5=0,所以r1,2=-1±2i,因此f(x)=e-x(C1cos2x+C2sin2x).

f'(x)=-e-x(C1cos2x+C2sin2x)+e-x(-2C1sin2x+2C2cos2x),

将f(0)=1,f'(0)=-1,代入上式解得C1=1,C2=0.从而f(x)=e-xcos2x.人
民
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(Ⅱ)an =∫
+∞

nπ
f(x)dx=∫

+∞

nπ
e-xcos2xdx=-∫

+∞

nπ
cos2xde-x

=-cos2x·e-x
+∞

nπ
+∫

+∞

nπ
e-xdcos2x

=-cos2x·e-x
+∞

nπ
-2∫

+∞

nπ
e-xsin2xdx=-cos2x·e-x

+∞

nπ
+2∫

+∞

nπ
sin2xde-x

=-cos2x·e-x
+∞

nπ
+2 sin2x·e-x

+∞

nπ
-∫

+∞

nπ
e-xdsin2x 

=[e-x(2sin2x-cos2x)]
+∞

nπ
=4∫

+∞

nπ
e-xcos2xdx,

所以an =∫
+∞

nπ
e-xcos2xdx=

1
5
[e-x(2sin2x-cos2x)]

+∞

nπ

=lim
x➝+∞

1
5
2sin2x-cos2x

ex -
1
5e

-nπ(2sin2nπ-cos2nπ)=
1
5e

-nπ.

∑
∞

n=1
an =

1
5∑

∞

n=1
e-nπ=

1
5
· e-π

1-e-π=
1
5
· 1
eπ-1

.

  这是一道常微分方程、反常积分、级数综合题目.其中方程是二阶常系数齐次线性微分方

程,解决反常积分的时候用了分部积分法,最后得到的级数是公比 <1的等比级数,进而求得

结果.该题计算量偏大,考查了考生的计算能力和解决综合问题的能力.

(18)
 

【考点定位】
 

二重积分的计算.
【思路探索】

 

利用二重积分的结果是常数,在已知式子两边同时取二重积分,进而求得二元函数

的表达式,最后计算二重积分.

记∬
D

f(x,y)dxdy=A,对f(x,y)=y 1-x2 +x∬
D

f(x,y)dxdy 两边积分得,

A=∬
D

y 1-x2dxdy+A∬
D

xdxdy.

因为积分区域关于y 轴对称,所以∬
D

xdxdy=0,

从而A=∬
D

y 1-x2dxdy+0=2∫
1

0
dx∫

1-x2

0
y 1-x2dy

=∫
1

0
(1-x2)

3
2dx

x =sinθ
􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅∫

π
2

0
cos4

 

θdθ=
3
4
·1
2
·π
2=

3
16π.

因此可得f(x,y)=y 1-x2 +
3
16πx.

∬
D

xf(x,y)dxdy=∬
D

xy 1-x2dxdy+
3
16π∬

D

x2dxdy
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因为积分区域D 关于y 轴对称,∬
D

xy 1-x2dxdy=0,所以

∬
D

xf(x,y)dxdy=0+
3
16π∬

D

x2dxdy=
3
16π∫

π

0
dθ∫

1

0
r2cos2θ·rdr

=
3
64π∫

π

0
cos2θdθ=

3
64π∫

π

0

1+cos2θ
2 dθ=

3
64π θ2-

sin2θ
4  

π

0

=
3
128π.

  本题是一道二重积分计算的综合题.首先要确定函数的表达式,计算过程中既要注意坐

标系的选择,又要注意利用对称性和奇偶性化简二重积分的计算;
 

之后再次利用了对称性和

奇偶性化简二重积分的计算,同时还应用了定积分常见的结论.这是一道计算量和计算技巧

都要求比较高的题目,考生需要灵活处理.

(19)
 

【考点定位】
 

微分中值定理.

【思路探索】
 

用拉格朗日中值定理证明(Ⅰ),用反证法证明(Ⅱ).

(Ⅰ)
 

若 M =0,则f(x)=0,结论成立.

若 M >0,设|f(x)|在c(0<c<2)处取得最大值,即|f(c)|=M.

若0<c<1,由拉格朗日中值定理,存在ξ1 ∈ (0,c),使得

f'(ξ)=
f(c)-f(0)

c-0 =
M
c
,

从而|f'(ξ)|=
M
c >M;

若c=1,|f'(ξ)|=M;

若1<c<2,由拉格朗日中值定理,存在ξ2 ∈ (c,2),使得

f'(ξ)=
f(2)-f(c)
2-c = -M

2-c
,

从而|f'(ξ)|=
M
2-c>M.

综上,M ≥0时,总有|f'(ξ)|≥M
 

(ξ∈ (0,2)).

(Ⅱ)
 

若 M >0,则c≠0,2

有 M =|f(c)|=|f(c)-f(0)|=∫
c

0
f'(x)dx ≤∫

c

0
|f'(x)|dx <Mc     ①

另 M =|f(c)|=|f(2)-f(c)|=∫
2

c
f'(x)dx ≤∫

2

c
|f'(x)|dx <M(2-c) ②

①+② 得2M <Mc+M(2-c)=2M

矛盾.∴M =0.
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  (Ⅰ)的思路比较清晰,只能用拉格朗日中值定理,并分类讨论.函数和一阶导数联结的纽

带为拉格朗日中值定理.
(Ⅱ)题,一般采用反证法,将导数和原函数结合的工具是牛顿-莱布尼兹公式在(Ⅰ)的

基础上通过定积分构造矛盾.
同类题目参见山东科学技术出版社《高等数学精选精解》(第二版)109页366题.

(20)
 

【考点定位】
 

二次型的正交变换以及实对称矩阵的相似对角化.
【思路探索】

 

二次型经过正交变换变成新的二次型,
 

前后对应的实对称矩阵是相似的关系.通过

两个矩阵的相似对角化,可以实现二者的相似关系.

(Ⅰ)
 

设f=xTAx,其中A=
1 -2

-2 4
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁 ,经正交变换x=Qy,则

f=yTQTAQy=yTBy,其中B=
a 2
2 b
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

可知QTAQ=Q-1AQ=B,即A 相似于B,则

tr(A)=tr(B),|A|=|B|
即1+4=a+b,ab=4,解得a=4,b=1.
(Ⅱ)

 

设P-1
1 AP1=Λ,P-1

2 BP2=Λ 则

 P1P-1
2 -1

A P1P-1
2 =B,

因此Q=P1P-1
2 .

由|λE-A|=
λ-1 2
2 λ-4

=0,解得λ1=0,λ2=5,

于是(0E-A)=
-1 2
2 -4

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 →

1 -2
0 0
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,得ξ1=(2,1)T

(5E-A)=
4 2
2 1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 →

2 1
0 0
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,得ξ2=(1,-2)T,即P1=

2 1
1 -2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 .

(0E-B)=
-4 -2

-2 -1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 →

2 1
0 0
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,得η1=(1,-2)T

(5E-B)=
1 -2

-2 4
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 →

1 -2
0 0
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,得η2=(2,1)T,即P2=

1 2

-2 1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 .

所以Q=P1P-1
2 =

4
5 -

3
5

-
3
5

4
5

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

.

本题的主要错误是考生没有理解二次型经过正交变换变成另外一个二次型,对

应的矩阵的之间的关系.从而没有得到二者的相似关系.
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  二次型的正交变换是考研数学的重点和难点.要特别注意的是,二次型经过非退化线性

替换,对应的矩阵是合同的关系,而如果经过正交变换,则是相似关系.
 

(21)
 

【考点定位】
 

矩阵可逆性的判别,矩阵的间接相似对角化.
【思路探索】第一问利用列向量的线性无关判别矩阵可逆;第二问利用A的相似矩阵,间接判别对

角化问题.

(Ⅰ)
 

α 是非零向量且不是A 的特征向量,则Aα≠kα,即Aα 与α 线性无关.所以r(P)=2,

矩阵P 可逆.
(Ⅱ)

  

设P-1AP=B,则AP=PB,即

A(α,Aα)=(Aα,A2α)=(Aα,6α-Aα)=(α,Aα)
0 6
1 -1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

所以P-1AP=B=
0 6
1 -1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,即A ~B.由

|λE-B|=
λ -6

-1 λ+1
=(λ+3)(λ-2)=0

得λ1=-3.λ2=2.因为λ1 ≠λ2,所以B 可以相似对角化,则A 可以相似对角化.

  1.
 

矩阵可 逆 的 充 要 条 件 有 很 多,比 如 行 向 量 线 性 无 关,或 者 列 向 量 线 性 无 关 等 等.
  2.

 

矩阵相似是考研数学线代部分的重点和难点.请考生务必掌握以下结论:

(1)
 

A,B 相似 ⇔P-1AP=B⇔AP=PB,P 可逆.
(2)

 

A,B 相似的必要条件有:

①A,B 有相同的特征值、行列式、秩、迹;

②kA ~kB,Am ~Bm ,f(A)~f(B),AT ~BT,A-1 ~B-1,A*~B*.

(22)
 

【考点定位】
 

二维离散型随机变量的分布律与数字特征.
【思路探索】

 

第一问,通过Z1,Z2 不同取值时X,Y对应区域面积占比求分布律,第二问在第一问的

基础上,求Z1,Z2 和Z1Z2 的分布律,并对应求出数学期望与方差,最后利用公式求相关系数.

(Ⅰ)
 

因为(X,Y)在区域D={(x,y)|0<y< 1-x2}上服从均匀分布,

则如右图所示D 的面积为π
2

二维随机变量(X,Y)的联合密度函数为f(x,y)=
2
π  

(x,y)∈0

0 (x,y)∉0 
①P{(Z1=0,Z2=0}=P{X-Y ≤0,X+Y <0}=

1
4人
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②P{(Z1=0,Z2=1}=P{X-Y ≤0,X+Y >0}=
1
2

③P{(Z1=1,Z2=0}=P{X-Y >0,X+Y ≤0}=0

④P{(Z1=1,Z2=1}=P{X-Y >0,X+Y >0}=
1
4

所以(Z1,Z2)的分布律为

Z1

Z2 
0 1

0 1
4 0

1 1
2

1
4

(Ⅱ)
 

Z1 0 1

P 3
4

1
4

      
Z2 0 1

P 1
4

3
4

      
Z1Z2 0 1

P 3
4

1
4

可得E(Z1)=0·
3
4+1·

1
4=

1
4   D(Z1)= 0-

1
4 

2

·3
4+ 1-

1
4 

2

·1
4=

3
16

E(Z2)=0·
1
4+1·

3
4=

3
4 D(Z2)= 0-

3
4 

2

·1
4+ 1-

3
4 

2

·3
4=

3
16

E(Z1Z2)=0·
3
4+1·

1
4=

1
4

∴P(Z1Z2)=
Cov(Z1Z2)

D(Z1)· D(Z2)
=
E(Z1Z2)-E(Z1)·E(Z2)

D(Z1)· D(Z2)
=

1
4-

1
4
·3
4

3
4
· 3
4

=
1
3

  考生针对此类二维离散型随机变量需分析所有可能取值,要会联合分布律的求法、边缘

分布律的求法,值得注意的是本题还综合了连续型随机变量的均匀分布,数学期望,方差,相

关系数,此题只有扎实的掌握这些基本知识点才能顺利求解.
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(23)
 

【考点定位】
 

概率的性质与公式,最大似然估计.
【思路探索】

 

第一问利用基本概率计算公式P{T >t}=1-P{T ≤t}和条件概率计算公式

P{T>t+s|T>s}=
P{T >t+s,T >s}

P{T >s}
,利用已知分布函数即可求解;第二问首先对第一

问的分布函数求导获得概率密度函数,再构造对数似然函数,关于θ 求导后,令导数等于零,得θ
的最大似然估计值.

(Ⅰ)
 

P{T >t}=1-P{T ≤t}=1-F(t)=1-(1-e
-(

t
θ)

m

)=e
-(

t
θ)

m

(t>0)

P{T >s+t|T >s}=
P{T >s+t,T >s}

P{T >s} =
P{T >s+t}
P{T >s} =

e
-(

s+t
θ )m

e
-(

s
θ)

m

=e
(sθ)

m-(
s+t
θ )m(s>0,t>0)

(Ⅱ)
 

由F'(t)=f(t)可得概率密度函数

f(t)=
mtm-1

θm ·e
- t

θ  m

, t≥0,

0, t<0.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

对数似然函数为

ln[L(θ)]=ln ∏
n

i=1
f(ti,θ) =ln ∏

n

i=1

mtm-1
i

θm e
-(

ti
θ )

m

 =ln m
n(t1t2…tn)m-1

θmn ·e
-
1

θm·∑
n

i=1
tm
i

 
=nln

 

m+(m-1)ln(t1t2…tn)-mnln
 

θ-
1
θm·∑

n

i=1
tm

i

求导得
d ln[L(θ)] 

dθ =-
mn
θ +m 1

θm+1·∑
n

i=1
tm

i =0

即1
θm∑

n

i=1
tm

i =n,则解得θ的最大似然估计值为̂θ=
m
1
n∑

n

i=1
tm

i .

  此题第一问是概率计算基本题 型,考 生 应 掌 握 分 布 函 数 与 概 率 计 算 的 关 系,第 二 问

是在第一问的基础上求出对应概 率 密 度 函 数,按 照 最 大 似 然 估 计 的 解 题 步 骤 即 可 求 解.
值得考生注意的是此题构造对数 似 然 函 数 及 求 导 时,对 计 算 能 力 有 一 定 要 求,整 理 化 简

时要确保正确性.
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