
2022 年全国硕士研究生入学统一考试

数学（三）

（科目代码：303）

一、选择题：1~10题，每小题 5分，共 50分.

（1）当 0x 时， )()( xx  、 是非零无穷小量，给出以下四个命题

① 若 )(~)( xx  ，则 )(~)( 22 xx  ；

② 若 )(~)( 22 xx  ，则 )(~)( xx  ；

③ 若 )(~)( xx  ，则 ))(()()( xoxx   ；

④ 若 ))(()()( xoxx   ，则 )(~)( xx  .

其中正确的序号是（ ）

A：①②； B：①④； C：①③④； D：②③④.

（2）已知 ),2,1()1( 
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n

n
n ，则 }{ na （ ）

A：有最大值，有最小值； B：有最大值，没有最小值；

C：没有最大值，有最小值； D：没有最大值，没有最小值.

（3）设函数 )(tf 连续，令 
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（4）已知   
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A： 321 III  ； B： 312 III  ； C： 231 III  ； D： 123 III  .

（5）设 A为3阶矩阵，
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，则 A的特征值为 011 ，， 的充分必要条件是（ ）

A：存在可逆矩阵 QP, ，使得 QPA  ； B：存在可逆矩阵 P，使得
1 PPA ；



C：存在正交矩阵Q，使得
1 QQA ； D：存在可逆矩阵 P，使得

TPPA  ；

（6）设矩阵
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2 b
bb
aaA ，则线性方程组 bAx  解的情况为（ ）

A：无解； B: 有解； C:有无穷多解或无解 ； D: 有唯一解或无解；

（7）设
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 ，若向量组 321 ,,  与 421 ,,  等价，则的取值范围

（ ）

A： }1,0{ ； B: }2,|{   R ；

C: }2,1,|{   R ； D: }1,|{   R .

（8）随机变量 )4,0(~ NX ，随机变量 







3
1,3~ BY ，且 X 与Y 不相关，则  )13( YXD （ ）

A: 2； B: 4； C: 6； D: 10.

（9）设随机变量序列  ,,, 21 nXXX 独立同分布，且 iX 的概率密度为
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2
1
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（10）设二维随机变量 ),( YX 的概率分布

X
Y

0 1 2

1 1.0 1.0 b

1 a 1.0 1.0

若事件 }2},{max{  YXA 与事件 }1},{min{  YXB 相互独立，则 ),( YXCov （ ）

A： 6.0 ； B: 36.0 ； C: 0； D: 48.0 .

二、填空题：11~16题，每题 5分，共 30分.

（11）若 
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（12）  
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（13）已知函数
xx eexf sinsin)(  ，则  )2( f .

（14）已知
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，则 







dyxyfxfdx )()( .

（15）设 A为 3 阶矩阵，交换 A的第 2 行和第 3 行，再将第 2 列的 1 倍加到第一列，得到矩阵
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B ，则
1A 的迹  )( 1Atr .

（16）设 CBA ,, 为随机事件，且 A与B互不相容， A与C互不相容， B与C相互独立，

3
1)()()(  CPBPAP ，则 )|( CBACBP  .

三、解答题：17~22小题，共 70分，解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤.

（17）（本题满分 10分）

设函数 )(xy 是微分方程 xy
x

y  2
2
1

满足条件 3)1( y 的解，求曲线 )(xyy  的渐近线.

（18）（本题满分 12分）

设某产品的产量Q由资本投入量 x和劳动投入量 y决定，生产函数为 6
1

2
1

12 yxQ  ，该产品的销售单价 P与

Q的关系为 QP 5.11160  ，若单位资本投入量和单位蓝洞投入量的价格分别为 6和 8，求利润最大时的

产量.

（19）（本题满分 12分）

已知平面区域 }20,42|),{( 2  yyxyyxD ，计算  
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（20）（本题满分 12分）

求幂级数
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的收敛域及和函数 )(xS .

（21）（本题满分 12分）

已知二次型 31
2
3

2
2

2
1321 2343),,( xxxxxxxxf  ，

（1）求正交变换 Qyx  将 ),,( 321 xxxf 化为标准形；

（2）证明： 2)(min
0


 xx

xf
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.

（22）（本题 12分）



设 nXXX ,,, 21  为来自均值为 的指数分布总体 X 的简单随机样本， mYYY ,,, 21  为来自均值为 2 的指

数分布总体Y 的简单随机样本，且两样本相互独立，其中 )0(  是未知参数，利用样本 nXXX ,,, 21  ，

mYYY ,,, 21  ，求 的最大似然估计量̂ ，并求 )ˆ(D .



2022 年全国硕士研究生入学统一考试

数学（三）试题解析

一、选择题：1~10题，每小题 5分，共 50分.

（1）当 0x 时， )()( xx  、 是非零无穷小量，给出以下四个命题

① 若 )(~)( xx  ，则 )(~)( 22 xx  ；

② 若 )(~)( 22 xx  ，则 )(~)( xx  ；

③ 若 )(~)( xx  ，则 ))(()()( xoxx   ；

④ 若 ))(()()( xoxx   ，则 )(~)( xx  .

其中正确的序号是（ ）

A：①②； B：①④； C：①③④； D：②③④.

【答案】C.

【解析】 当 0x 时，若 )(~)( xx  ，则 1
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)(lim
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，即

)(~)( 22 xx  ，且 011
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，故 ))(()()( xoxx   .所以①③正确.

当 0x 时， )(~)( 22 xx  ，则 1
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)(lim 2
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时， )(x 与

)(x 不是等价无穷小，故 ②不正确.

当 0x 时，若 ))(()()( xoxx   ， 1
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，所以

)(~)( xx  ，④正确.

综上，C 为选项.

（2）已知 ),2,1()1( 
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n

n
n ，则 }{ na （ ）

A：有最大值，有最小值； B：有最大值，没有最小值；

C：没有最大值，有最小值； D：没有最大值，没有最小值.

【答案】A.

【解析】 1
2
12,12 21  aa ，又 1lim 

 nn
a ，故存在 0N ，当 Nn  时， 12 aaa n  ，所以 }{ na

有最大值和最小值，选项 A正确.



（3）设函数 )(tf 连续，令 



yx

dttftyxyxF
0

)()(),( ，则（ ）

A： 2

2

2

2

y
F

x
F

y
F

x
F















， ； B： 2

2

2

2

y
F

x
F

y
F

x
F















， ；

C： 2

2

2

2

y
F

x
F

y
F

x
F















， ； D： 2

2

2

2

y
F

x
F

y
F

x
F















， .

【答案】C.

【解析】 



yxyxyx

dtttfdttfyxdttftyxyxF
000

)()()()()(),( ，






 yxyx

dttfyxfyxyxfyxdttf
x
F

00
)()()()()()( ， )(2

2

yxf
x
F





，

同理 




 yxyx

dttfyxfyxyxfyxdttf
y
F

00
)()()()()()( ， )(2

2

yxf
y
F





，

综上 2

2

2

2

y
F

x
F

y
F

x
F















， ，选项 C正确.

（4）已知   
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xI ，则（ ）

A： 321 III  ； B： 312 III  ； C： 231 III  ； D： 123 III  .

【答案】A.

【解析】   
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I ，先比较 21 , II 的大小，令
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)(  xxxxf ，此时 0)0( f ，此时 0
)1(2

1
1
1

2
1)( 








x

x
x

xf ，即 )(xf 单调递减，

从而 0)0()(  fxf ，可得 )1,0()1ln(
2

 xxx
《 ，从而 21 II  .

再比较 23 , II 的大小，因 )1,0(,cos1
2
sin1,)1ln( 


 xxxxx ，则
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，从而

23 II  .综上，可得 A正确.

（5）设 A为3阶矩阵，
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，则 A的特征值为 011 ，， 的充分必要条件是（ ）

A：存在可逆矩阵 QP, ，使得 QPA  ； B：存在可逆矩阵 P，使得
1 PPA ；



C：存在正交矩阵Q，使得
1 QQA ； D：存在可逆矩阵 P，使得

TPPA  ；

【答案】B

【解析】3 阶 A有 011 ，， 三个不同的特征值，所以 A可以相似对角化，故存在可逆矩阵 P，使得
1 PPA ；

若存在可逆矩阵 P，使得
1 PPA ，即 A相似与，而相似矩阵具有相同的特征值，而的特征值为

011 ，， ，故 A的特征值为 011 ，， .因此选 B.

（6）设矩阵
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2 b
bb
aaA ，则线性方程组 bAx  解的情况为（ ）

A：无解； B: 有解； C:有无穷多解或无解 ； D: 有唯一解或无解；

【答案】D.

【解析】
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（1）当 1a 或 1b 时， )|()( bArAr  ，方程无解

（2）当 1a 且 1b 时，
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（i）当 ba  时， 3)|()(  bArAr ，方程有唯一解

（ii）当 ba  时， 3)|(2)(  bArAr ， ，方程无解；

综述：方程有唯一解或无解，选 D.

（7）设
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 ，若向量组 321 ,,  与 421 ,,  等价，则的取值范围

（ ）

A： }1,0{ ； B: }2,|{   R ；

C: }2,1,|{   R ； D: }1,|{   R .

【答案】C

【解析】向量组 321 ,,  与 421 ,,  等价的充要条件是

  ),,.,,(,,),,( 421321421321  rrr  ，而 ),,,(),,.,,( 4321421321  ，rr 
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（1）当 1 时，   1).,,(,,),,( 4321421321   rrr ，此时向量组等价

（2）当 1 时
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（i）当 2 时， 3).,,(),,(2),,( 4321421321   rrr ， ，此时向量组不等价

（ii）当 1,2   时， 3).,,(2),,(3),,( 4321421321   rrr ，， ，此时向量组不

等价

（iii）当 1,2   时， 3).,,(),,(),,( 4321421321   rrr ，此时向量组等价

综上，当 1,2   时，向量组 321 ,,  与 421 ,,  等价；选 C

（8）随机变量 )4,0(~ NX ，随机变量 







3
1,3~ BY ，且 X 与Y 不相关，则  )13( YXD （ ）

A: 2； B: 4； C: 6； D: 10.

【答案】D.

【解析】由题意知， 0),(
3
2)(,4)(  YXCovYDXD ， ；

10)(9)()3()13(  YDXDYXDYXD ，故选 D.

（9）设随机变量序列  ,,, 21 nXXX 独立同分布，且 iX 的概率密度为
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【答案】B.

【解析】
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，从而选 B.

（10）设二维随机变量 ),( YX 的概率分布



X
Y

0 1 2

1 1.0 1.0 b

1 a 1.0 1.0

若事件 }2},{max{  YXA 与事件 }1},{min{  YXB 相互独立，则 ),( YXCov （ ）

A： 6.0 ； B: 36.0 ； C: 0； D: 48.0 .

【答案】B.

【解析】 1.0}2,1{)(,2.0)(,1.0)(  YXPABPBPbAP ，由 BA, 相互独立，故

)()()( BPAPABP  ，解得 4.0b ，由分布律的性质得 2.0a ， 6.0)(,2.1)(,2.0)(  XYEYEXE

从而 36.0)()()(),(  YEXEXYEYXCov ，故选 B.

二、填空题：11~16题，每题 5分，共 30分.

（11）若 
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（12）  
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【解析】原式  
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（13）已知函数
xx eexf sinsin)(  ，则  )2( f .

【答案】0 .

【解析】方法一：
xx xexexf sinsin coscos)(  ，

xx exxexxxf sin2sin2 )sin(cos)sin(cos)(  ,

)cossincos2()sin(coscos
)sin(coscos)cossincos2()(
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sin2sin

xxxeexxx
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从而 01111)2(  f .

方法二：
xx eexf sinsin)(  ，显然 )()( sinsin xfeexf xx  

，故 )(xf 为偶函数，且周期 2T ，

于是 )(xf  为奇函数， )(xf  为偶函数， )(xf  为奇函数，从而 0)0( f ，而 0)0()2(  ff  .

（14）已知
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【答案】
2)1( e .

【解析】记 }10,10|),{(  xyxyxD ，原式  
D
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（15）设 A为 3 阶矩阵，交换 A的第 2 行和第 3 行，再将第 2 列的 1 倍加到第一列，得到矩阵
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【答案】-1.

【解析】令
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EA ，解得 ii  321 ,,1 

故
1A 的特征值为 ii  321 ,,1  ，从而 1)( 1 Atr

（16）设 CBA ,, 为随机事件，且 A与B互不相容， A与C互不相容， B与C相互独立，

3
1)()()(  CPBPAP ，则 )|( CBACBP  .

【答案】
8
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.

【解析】  CBAP
CBPCBACBP
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CPBPCPBPBCPCPBPCBP





从而
8
5)|( CBACBP  .

三、解答题：17~22小题，共 70分，解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤.

（17）（本题满分 10分）

设函数 )(xy 是微分方程 xy
x

y  2
2
1

满足条件 3)1( y 的解，求曲线 )(xyy  的渐近线.

【解析】 ])2([)( 2
1

2
1

Cdxexexy
dx

x
dx

x  


])2([ Cdxexe xx   ]2[ Cxee xx  

xCex  2 ，其中C为任意常数，又 3)1( y ，得 eC  ，即
xexxy  12)( .

22limlim
1







 x
ex

x
ya

x

xx
， 0lim)2(lim 1  



x

xx
exyb ，故 xy 2 为曲线 )(xyy  的斜

渐近线.

（18）（本题满分 12分）

设某产品的产量Q由资本投入量 x和劳动投入量 y决定，生产函数为 6
1

2
1

12 yxQ  ，该产品的销售单价 P与

Q的关系为 QP 5.11160  ，若单位资本投入量和单位蓝洞投入量的价格分别为 6和 8，求利润最大时的

产量.

【解析】利润 yxxyyxyxQQyxPQL 862161392086)6.11160(86 3
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yxyyyxL

y

x
，得驻点 )64,256( ，

此时 3846425612 6 Q ，在实际问题中由于驻点唯一，故利润 L在 384Q 处取到最大值.

（19）（本题满分 12分）

已知平面区域 }20,42|),{( 2  yyxyyxD ，计算  
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【解析】    
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（20）（本题满分 12分）

求幂级数
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（21）（本题满分 12分）

已知二次型 31
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（1）求正交变换 Qyx  将 ),,( 321 xxxf 化为标准形；
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【解析】（1）二次型对应矩阵
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（22）（本题 12分）

设 nXXX ,,, 21  为来自均值为 的指数分布总体 X 的简单随机样本， mYYY ,,, 21  为来自均值为 2 的指

数分布总体Y 的简单随机样本，且两样本相互独立，其中 )0(  是未知参数，利用样本 nXXX ,,, 21  ，

mYYY ,,, 21  ，求 的最大似然估计量̂ ，并求 )ˆ(D .

【解析】由题知：总体 YX , 的概率密度为 ,
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